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Resume. A partir d'un corps de nombres K de degre n, on definit un tore 
maximal T de G = GL n . Si x es t un caractere du groupe des classes d'ideles 
de K, satisfaisant des conditions adequates, les formes toroi'dales pour x son t 
les fonctions sur G(Q)Z(A)\G(A), dont le coefRcient de Fourier correspondant 
a x par rapport au sous-groupe induit par T est nul. L'hypothese de Riemann 
pour L(s,x) est equivalente a des conditions portant sur certains espaces de 
formes toroi'dales, construits a partir des series d'Eisenstein. Enfin, on construit 
un espace de Hilbert et un operateur auto-adjoint sur cet espace, dont le spectre 
est egal a l'ensemble des zeros de L(s, \) sur la droite critique. 

Abstract. An algebraic number field K defines a maximal torus T of the 
linear group G = GL n . Let x be a character of the idele class group of K, 
satisfying suitable assumptions. The x _ toroidal forms are the functions defi- 
ned on G(Q)Z(A)\G(A) such that the Fourier coefficient corresponding to x 
with respect to the subgroup induced by T is zero. The Riemann hypothesis 
is equivalent to certain conditions concerning some spaces of toroidal forms, 
constructed from Eisenstein series. Furthermore, we define a Hilbert space and 
a self-adjoint operator on this space, whose spectrum equals the set of zeroes 
of L(s,x) on the critical line. 
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Introduction 

Pour etudier la repartition des zeros de la fonction zeta de Riemann, George Polya, 
et avant lui David Hilbert, d'apres certains temoignages, ont suggere qu'il serait 
judicieux de trouver un espace de Hilbert "K et un operateur D dans 3i, dont le 
spectre est donne par les zeros non triviaux de cette fonction, ou plus precisement 
les nombres complexes 7 tels que 

(0.1) C(3+*7)=0, M7)l<5- 

Par construction, les zeros non triviaux de la fonction zeta seront tous sur la droite 
critique Re(s) = 1/2 si et seulement si l'operateur D est auto-adjoint. 
II est facile de donner un exemple simple d'un tel espace : notons 3~Cq l'espace des 
sommes de puissances de la forme 

(0.2) = I 4 ?, 

7 

ou 7 parcourt l'ensemble des nombres verifiant l|0.ip . et ou les c 7 non nuls sont en 
nombre fini. C'est un espace prehilbertien, muni de la norme 

ii/ii 2 = £ki 2 . 
7 

Si "K est l'espace de Hilbert correspondant, l'operateur differentiel 



definit un unique operateur de !H, encore note D, satisfaisant aux conditions requ- 
ises. Si on remplace IK par le sous-espace engendre par les sommes l|0.2p . ou on 
exige que 7 soit reel, l'operateur differentiel D definit un operateur auto-adjoint. 
II y a de nombreuses variantes de cette construction : par exemple, pour tenir 
compte des multiplicites des zeros, il convient d'introduire les derivees des puis- 
sances. 

Enfin, on peut evidemment remplacer la fonction zeta de Riemann par la fonction 
L(s, x) definie par un caractere x du groupe Ck des classes d'ideles d'un corps 
global K, et ccetera. 

Mais ce procede de construction est tautologique, car il utilise explicitement les zeros 
de la fonction C(s), ou des fonctions L(s, x). A. Connes definit dans [8] un « espace 
de Polya-Hilbert » comme un couple (!K, D) : 

- forme d'un espace de Hilbert 3i et d'un operateur D dans "K, ferme, non borne, 
a domaine dense ; 

- tel que Ton ait 

Specif { 7 £M I L(| +i 7 , x ) = 0} ; 

- defini de maniere intrinseque, autrement dit d'une fagon qui n'utilise pas les 
fonctions L(s, x). 
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Les espaces de Polya-Hilbert qu'il a construits dans [6], [7], [H] sont des espaces 
L 2 sur le groupe Ck ', ces constructions ont ete generalisees par C. Soule [18j aux 
fonctions L automorphes. A. Connes signale qu'il serait souhaitable de clarifier 
les rapports entre ces espaces de Polya-Hilbert et I'espace des formes toroidales 
introduit par Don Zagier [25] ; c'est ce que nous allons faire ici. 
Nous construisons un espace de Polya-Hilbert a partir de formes modulaires, c'est- 
a-dire de fonctions deflnies sur I'espace G(Q)Z(A)\G(A), ou G = GL„ est le groupe 
lineaire general, et ou A est l'anneau des adeles de Q. Les formes modulaires que 
nous considerons sont des families de combinaisons lineaires de series d'Eisenstein, 
ou trains d'ondes (wave-packets) d'Eisenstein, qui s'ecrivent 



et l'ensemble des points s tels que a s ^ est le spectre de F. Ce sont les analogues 
des polynomes trigonometriques. Etant donne une extension K de degre n d'un 
corps de nombres algebriques k, nous rappelons dans la section Q] comment une 
base fondamentale de K definit une representation algebrique it du schema Ik Ik 
representant le groupe multiplicatif de K dans I'espace affine, dont l'image est un 
tore maximal T defini sur k ; le groupe A^ des ideles de K s'identifie au sous-groupe 
T(Afe) C G(Afe). Dans la theorie des formes modulaires, les formes paraboliques sont 
celles dont l'integrale sur l'image N(k)\N(Ak) d'un sous-groupe unipotent N est 
nul ; par analogie, si \ es t un caractere du groupe Ck = A K /K x des classes d'ideles 
(Grossencharaktere de Hecke), les formes toroidales en \ sont les formes modulaires 
dont « l'integrale periodique » sur T (k) Z (A)\T (A k ) est nulle : 



Supposons que \ s °it non ramifie en toute place de K, constant sur A£ et sur 
le sous-groupe compact maximal de K^. En nous appuyant sur la formule de 
Hecke adelique pour les series d'Eisenstein normalisees (enoncee dans la section 
[2]), nous etablissons que I'espace des trains d'ondes d'Eisenstein qui sont des formes 
toroidales est un espace de Polya-Hilbert. Plus precisement : 

— Dans la section[3l nous montrons (theoreme l3.2p qu'un train d'ondes est toroidal 
en x si et seulement si son spectre est contenu dans le lieu des zeros de L(s, x)- H 
s'ensuit (corollaire l3.4p que l'hypothese de Riemann pour L(s,x) es t equivalente a 
1' assertion suivante : 

Tout train d'ondes d'Eisenstein toroidal a un spectre contenu dans la droite critique. 

— Dans la section HI nous donnons une autre condition equivalente si K est qua- 
dratique (corollaire l4.6p : 

Tout train d'ondes d'Eisenstein toroidal est de carre integrable en moyenne. 

— Nous construisons dans la section [5] un espace de Hilbert T^(X) et un operateur 
auto-adjoint D x dans T£(X) tel que Ton ait (theoreme lS.ip 



— Nous exprimons la trace de certains operateurs integraux comme une somme sur 
les zeros de L(s,x) fcorollaire l5.3p . 

Enfin, dans l'appendice, nous faisons le lien entre le point de depart de la theorie 
de Connes, introduite dans [5] et reprise dans le theoreme lA.41 et les trains d'ondes 
d'Eisenstein (corollaire lA.5p . 

Les resultats de ce travail ont ete annonces dans [H] et [16]. Les formes toroidales 
y sont appelees "formes toriques" ; nous nous sommes ici conformes a l'usage. 



F(g)=J2^E(g,s), 



S 
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1. INTEGRALES PERIODIQUES ET FORMULE DE HECKE 

Representations algebriques. 

Soient k un corps de nombres algebriques, et K une extension de degre n de k. 
L'« enveloppe algebrique » de K est le fc-schema en fc-algebres Ax/k tel que Ton ait 

A K/k {k')=K® k k' 

pour toute fc-algebre k! . On dispose de morphismes de norme et de trace 

Nif/fe : Ax/k — > A fe , Ti K /k : Ax/k — > A fe . 
Le fc-schema en groupes representant le groupe multiplicatif de de Ax/k est 

T K /k = {(u,v) e A£ x G ro | N^ /fe (u) = v}. 
Si fc' est une fc-algebre, on a 

T K/fe (fc') = (^®fc fc') x , 

ce qui montre que Tx/k est aussi le fc-schema Rx/k{G m ,K) obtenu en appliquant 
le foncteur de Weil Rx/k de changement de base par restriction des scalaires au 
if -groupe multiplicatif G m ,K- Le groupe algebrique Txik est un tore de dimension 
n defini sur k. Soient o l'anneau des entiers de k, et O l'anneau des entiers de K . 
On suppose qu'il existe une base fondamentale de K sur k, c'est-a-dire une base 
a. = (a±, . . . , a n ) du o-module O, avec a.\ = 1. Si o est principal, toute extension de 
degre fini de k admet une base fondamentale. La base a fournit un isomorphisme 
l : AJJ — ► Ax/k donne par 

i(ui, . . . ,u n ) = u\ot\ + h u n a n . 

Le morphisme i~ x induit un isomorphisme de T K /k sur un ouvert de AJJ. 
Une representation algebrique lineaire d'un fc-schema en algebres (resp. en groupes) 
dans A£ est un fc-morphisme d'algebres (resp. de groupes) de ce schema dans 
le fc-schema M„ des matrices carrees d'ordre n (resp. dans GL n ). On definit la 
representation reguliere droite it de Ax/ k dans A^ de la maniere suivante. Si k' 
est une fc-algebre et si ^ est un element de Palgebre Ax/k(k'), on note la 
multiplication par ^ dans Ax/k(k'), et on pose 

t ir(£).u = r 1 op(£)oi(u), uek' n , 

autrement dit 

i(*n-(0-u)=ft(u), uek' n . 
On a det7r(£) = N K / k (£,)- Si e-i est le premier vecteur de la base canonique de A£, 
on a 

r\0 =*7r(0.ei, 

ce qui montre que la representation it est fidele. Si on note a; = (u>i, . . . , u>„) la base 
duale de la base a, on a aussi 

= (Tr K/fe (£wi), . . . ,Tr K /k(& n )). 

On en deduit que les coefficients de tt sont donnes par 

L 'image T de T K /k par la representation tt est un groupe lineaire algebrique defini 
sur k, de dimension n, qui est un tore maximal de G. On a done un isomorphisme 

tt : Tx/k — *T C G. 
Le groupe projectif de K est le fc-tore Vx/k defini par la suite exacte 

1 * G m ^ k > -^x/k > T^K/k * 1 
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Le morphisme i 1 induit une immersion ouverte de Vx/k dans P)! . D 'autre part 
Vfc/kik) = k x \K x . Le centre Z de G est inclus dans T; si on pose S = Z\T, on a 
un isomorphisme ir : Vx/k S C PGL n . 

Sous-groupes compacts maximaux. 

Le groupe T(o) = T(k) C\GL n {o) s'appelle le groupe des unites de T{k). Puisque a 
est une base fondamentale de K sur k, on a T(o) = 7r(D x ). Soit v une place finie 
de k. On note O v le sous-anneau compact maximal de K ® k v , de telle sorte qu'on 
a un isomorphisme 

D v — > ILi*, 5 ^ D„ = D «i Ot, = aiO„ H h a„o„. 

Le groupe des unites de T(k v ) est 

T(o„) =T(fc B )nGL„(o„). 

II est facile de voir que 

T(o v ) = {g € T(k v ) | .go" = o"} = {g e T{k v ) n M„(o„) | det 5 e o*} . 

Le groupe T(o„) est le sous-groupe compact maximal de T(k v ). La representation 
7r induit un isomorphisme D* -^->T(o„). 

Supposons que v soit une place infinie de k. Pour toute place w de if au dessus de 
v, on pose 

( w = 4™'ttH haJrVeif,. si £ = ai®uH ha n ®u n e^®*;„. 

On ® R. L 'unique sous-groupe compact maximal de 

K^ = {K®k oo r = ]JK* 

w\oo 

est 

u °° = H{t£ K ™ I = 1 si to I «} 

f oo 

Si on note U^T) le sous-groupe compact maximal de T(k oc> ), la representation 7r 
induit des isomorphismes AT^, — ►TXfeoo) et f7oo — — ► Uoo(T). 

1.1. Lemme. Supposons k = Q. Si £ € if £g> R, on a 7r(£) = A7ro(£)-<4- > ow 

... " 

£( 2 ) ... 

... 

oh . . . , soni Zes n isomorphismes distincts de K dans Q. 

Demonstration. Si 1 < i < n, on pose aW = Ae^ = (a^, . . . , o4^). Si u £ 1", on a 
t (' 7r (£) u ) = e t L ( u ) — *U-oS v> par definition, et par consequent 

Cu.a (1) =£t(u) = t(V(Ou) = 

On en deduit 7r(£)a W = £WaW. D'autre part 

n(OAei = ir(t)a^ = a« = Ae, = ^(Oe,, 

ce qui prouve que 7r(£)A = Airo(0- ^ 



.,(!) 



a 



(i) 



a 



(n) 



» 



to(0 



ZEROS DES FONCTIONS L ET FORMES TOROYDALES 



6 



La matrice 

Tr a{ai ... Tr a{a r , 

(1-1) P K =A. t A= _ 

_Tra n ai ... Tra n a n _ 

est symetrique definie positive a coefficients dans Z, de determinant disc if. On 
note 

O n (R) = {g € GL„(R) \ 'g.g = 1„} 
le sous-groupe compact maximal usuel de GL„(R). 

1.2. Proposition. Supposons k = Q. S'oii g K G G(R) teZZe gwe q K M K = -P- Alors 

U 00 (T)=T(R)nq K O n {R) q~ y . 
et ce groupe est isomorphe a {±l} ri x S02(R) r2 . 

Demonstration. Si £ € K ® R, on a 7t(£).j4 = A7r (0 par le lemme 1X7X1 On en 
deduit que *AV(£) = 7r (f).*A puisque tt(0 e G(R), et 

At^O^^O^-MO- 
Posons maintenant 0(0 = <7^ l7r (0<7if • On a 

g K .e(0^(0.W=^(0.^M0 

Le sous-groupe compact maximal Uoo de (X ® R) x est isomorphe au produit de 
groupes de Penonce. D'autre part n definit un isomorphisme Uoo — > Uoo(T). Puisque 
£ G C/oo si et seulement si 7To(£0 = ^ni cec i demontre que 7r(0 € Uoo(T) si et 
seulement si 0(0 G O n (R). □ 

Groupes de classes d'ideles. 

On note respectivement A K et A^- l'anneau des adeles et le groupe des ideles de K, 
et Ck — K x \^k l e groupe des classes d'ideles de K. La representation 7r induit 
des isomorphismes 

C K — ^ T(fc)\T(Afc), A*\A* — ^ S(A fc ), 
et aussi un isomorphisme 

G fe \G A - — ^ S(fc)\S(A fc ). 

Pour £ G Ak, on a 

|det7r(0k = \ N K/k(0W k = |CUx- 
Le groupe if x est un sous-groupe discret de 

A^ = {£eA x | 1^ = 1}, 

et le quotient C K = K X \A 1 K est compact. Pour tout x € R+, onnote£(x) = (£ v {%)) 
l'idele de A£ tel que £ v (x) = 1 pour toute place finie de K et tel que £ v (x) = x 
pour toute place infinie de K. Alors x i— > £(x) induit un isomorphisme de R x sur 
un sous-groupe N du groupe Ck et G A est produit direct de N et de C K (22l Cor. 
2, p. 76]. On en deduit que 

Ck\CK — cl\c K = k x aI\a k , 

et que G^\Gk est compact ; il en va de meme du groupe S(k)\S(Ak). La represen- 
tation 7r definit un isomorphisme de A^ sur le sous-groupe ferme 

T 1 (A k ) = {heT(A k ) | \deth\ Ak =1} 

et de N sur Z(M). Le groupe T(A k ) est le produit direct de T 1 (A/ C ) et de Z(R), et 
T(fc) est un sous-groupe discret de T 1 (Afe), a quotient compact. On a un isomor- 
phisme 

S(k)\S(A k ) = T(fc)Z(A)\T(A) = T 1 (fc)Z 1 (A)\T 1 (A). 
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Le groupe des classes de K [22| p. 87] est 

Cl(if)=^ x \A x /X x 6 x , ou 0*=~[[Q*. 

w 

C'est un groupe fini. La representation tt definit un isomorphisme 

Cl(fc)\ Cl(K) T(k)Z(A)\T(A)/T(k 00 )T(o) ou T(o) = [] T(o v ). 

V 

et S(k)\S(A k ) est extension de Cl(fc)\Cl(i^) par le tore reel T(o)Z(R)\T(fc oc ). 
Le sous-groupe compact maximal de A^ est U — Ur X! O x , et celui de T(A) est 

U A (T) = U 00 (T)T(o), ou T(o) = Y[t(o v ). 

V 

II y a aussi un isomorphisme 

K X A*\A* /U^T(k)Z(A k )\T(A k )/U A (T) =: Q, 

Si k = Q, le groupe compact Q est extension de Cl(JsT) par le iore de Dirichlet 

T(Z)Z(R)\T(R)/U oc (T) = S0 2 (R) r , 

avec r = r*i + ra — 1, si admet ri places reelles et r 2 places imaginaires, autrement 
dit on a une suite exacte 

1 > S0 2 (R) r ► Q > Cl(K) > 1. 

On note X(G) le groupe des caracteres d'un groupe localement compact G. On note 
simplement X le groupe discret X(Q) ; il s'identifie au sous-groupe des caracteres de 
Aft/K x (Grossencharaktere de Hecke), qui sont constants sur D x , autrement dit 
non ramifies en toute place de K, et aussi qui sont constants sur A£ et sur Uqo. Si 
k = Q, on a une suite exacte 

1 ► X(C1(K)) > X > U > 1, 

le groupe X est extension de 27 par le groupe X(C\(K)). 

Mesures sur les groupes d'ideles. 

On choisit la mesure de Haar suivante sur Ck — N x : 

Jci 

p poo pOO 

/ f(0 = n / /(£(*)) d*x = / m(x 1/n )) d x x. 

JN JO JO 

On definit comme suit la mesure de Haar sur T(fc)\T(A) : 
f F(h)dh= f F(n(0)d x t 

JT(k)\T(A) JC K 

La mesure invariante sur S(k)\S(A k ) est definie par 

(1.2) f F(h)dh= [ [ F{zh)dzdh. 

JT{k)\T{k) JS(k)\S(A k ) JZ(k)\Z(A) 

De cette maniere, le groupe S(k)\S(Ak) est de volume 1. Si F est une fonction 
definie sur T(A), invariante a gauche par T(k)Z(A), et suffisamment reguliere, on 
pose 

J)F{h)dh= [ F{h)dh= [ F(h)dh. 

J JS(k)\S(A k ) JT(k)Z(A)\T(A) 
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Fonctions L et distribution de Weil. 

Si $ appartient a l'espace §(A/ C ) des fonctions standard sur Afc, si \ est un caractere 
de C k , et si s G C, Vintegrale de Tate de $ est [H Eq. (4), p. 118] : 

(1-3) A fc (<M,%)= / $(Ox(OiciA fe rf x e 

Soit P l'ensemble des places finies de k ou x n'est pas ramifie. La serie L de Hecke 
attachee a x est 

*.*>-n(i-#r 

[22j Eq.(ll), p. 133]. On sait, grace a A. Weil (22l Eq. (6), p. 128], [3] Lem. 1, p. 
76], que la fonction Afc(<i>, s, x) est meromorphe dans C, et on a 

(1-4) A fc ($,a,x) =c- 1 i(s,x) A' fe ($, S , X ), 

ou Aj.(5>, s, x) est une forme lineaire sur S(Afc) qui est holomorphe pour Re(s) > 0. 
Enfin, Cfe = 2 Tl (2ir) T2 hR/e, ou ri et r2 sont respectivement le nombre de places 
reelles et imaginaires de fc, ou h est son nombre de classes et R son regulateur, et 
oil e est l'ordre du groupe des racines de l'unite dans k [22 [ p. 128]. 
Supposons maintenant x € X. On definit une fonction <&o sur A^- de la maniere 
suivante [22l p. 131] : 

- aux places infinies : on suppose que le plongement £ i— > £W est reel pour 1 < 
i < n, qu'il est complexe pour r\ + 1 < i < 2r 2 , et que £( r i+ r 2+«) = £(•*) pour 
1 < i < T2. On pose 

F (o = jr ^+2 r f: ie (i) i 2 . 

?— l z^n + i 

Si C G ^oo, on prend <J>oo(£) = e~ F ^\. 

- aux places finies, Xv est non ramifie. On prend pour <£>„ la fonction caracteristique 
de O v . 

Si w est une place infinie de if, on a [HI p. 130] 

Xw{x) = \x\ % £ w pour tout x € K w , ou p w G R. 
On pose [22 Lem. 8, p. 127] : 

r R ( s ) = 7T-*/ 2 r( s /2), r c ( s ) = (2n) 1 - s r( s ), 

et on pose T w = Tr ou T w — Tc suivant que w est reelle ou complexe. On deduit 
de [221 Eq. (10), p. 133] que Ton a 

(1-5) A' K ($ ,s,x) = r(s, X ). 

oil 

r ( s >x) = II F w (s + ip w ). 

w oo 

Integrates periodiques et series de Fourier. 

IS integrate periodique de frequence x G X d'une fonction F G C(T(k)Z(Ak)\G(Ak)) 
est la fonction U X (F) definie par 

Il x (F)(g) = j> F{hg) X n{h)dh, 

ou on a pose Xtt(^) = XoTr -1 ^ 1 ) pour tout h G T(A). Puisque 

n x (F)Q?)= / Xtt(A)* / F(hr)g)dr), 
Jq Ju q 
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ou Uq est l'image de U^iT) dans Q, La fonction H x (F)(g) est le coefficient de 
Fourier de frequence x de la fonction 

F(h) = f F(hr)g)dr). 
On a, dans L 2 {Q) tout au moins, 

(1.6) / F(hr ] g)dr,= ^2llx(F)(g)x*(h)- 

Ju <= xex 

Le sous-groupe maximal standard de G(A&) est 

K = []0», 

V 

ou O v (n) est le sous-groupe maximal standard de GL n {k v ) si v est une place infinie 
et ou 0„(n) = GL n (o v ) si v est une place finie. Supposons k = Q. Considerons la 
variete modulaire 

X = G{k)Z(A k )\G(A k )/K. 
D'apres la proposition [OJ il existe q K £ G(R) tel que 

T(R)ng K o I1 (R)( J ; 1 = c/ co (r). 

Si g K est la matrice de G(A) telle que (g K )oo — q K et {g K ) v = 1 pour toute place 
finie v de k, on a 

Si F est une fonction sur X suffisamment reguliere, on a 

F(hr}g K ) = F(hg K ) pour tout r) £ U A (T), 
la fonction h i— > F(hg K ) est definie sur Q, et on a 



F{hr,g K )dr 1 = F{hg K ), 

'U Q 

ce qui implique que pour % € X, on a 



c x :=U x (F)(g K ) = J ^F(hg K )x«{h) dh = j F(hg K )x n (h) dh. 
On deduit alors de (|1.6p : 

(1-7) F(hg K ) = '£c x xAh)- 

On retrouve une formule de Siegel : voir (|2 . 1 1|) . 

Series d'Eisenstein generales et formule de Hecke. 

On pose maintenant A = A& et |x| = |ar|A fc pour x £ A. Si ip £ S(A n ), on pose 
9(<p)(g) = \detg\ x / 2 £ rfg.x) pour g £ G(A), 

a;e/£"-{0} 

Ces series sont notees E(ip) dans ; il vaut mieux changer les notations a cause 
des series d'Eisenstein generales (de rang relatif un), qui sont les fonctions 

(1.8) E(<p)(g,s,u;) = [ w(detzg)\detzg\Z*d(v)(zg)dz, 

J Z{k)\Z(k) 

ou oj est un caractere de C k = k x \A^ et ou la mesure de Haar est definie par 

(1.9) / f(z)dz = n ( f(X.l n )d x \. 

JZ{k)\Z{k) Jfcx\A x 
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Les series 6(ip) et E(tp) figurent deja dans [9], [10] lorsque n = 2. L'integrale 
E(ip)(g,s) converge si Re(s) > 1 et definit une fonction sur G(k)Z(A)\G(A). La 
fonction s i— ► E(ip)(g, s) se prolonge en une fonction meromorphe dans C. On prend 
comme mesure de Haar sur A 71 la mesure telle que volfc n \A™ = 1, et on note Jip la 
transformee de Fourier additive de ip definie par cette mesure. Si u> n ^ 1, la fonc- 
tion s i — ► E(ip)(g,s) est entiere ; si = 1, les seuls poles eventuels de la fonction 
s i ► E((p)(g, s) sont les points et 1. Ces poles sont simples, de residus 

res s=0 E(<p)(g, s) = -<p(0)w(detg), res s=i E(ip)(g, s) = + 3 ip (0) uj (det g). 

La fonction E(<p)(g, s) satisfait a l'equation fonctionnelle 



La formule de Hecke, sous la forme donnee dans [25] (si n = 2) et dans [23], [23] 
(dans le cas general) dit que le coefficient de Fourier d'une serie d'Eisenstein pour 
un caractere x € Ck\Cx s'exprime a l'aide de la fonction L de Hecke associee a X- 
On peut l'enoncer ainsi : 

1.3. Proposition. Soient x un caractere de Ck\CK et u> un caractere de Ck- Si 
s € C n'est pas un pole de E(p)(g, s,u>) , si g € G(A), si a £ k n — {0}, et si 
ip E §(A n ), on a 



(1.11) * J B( ¥ >)(/i 5 ,a,a;)x ff (/i)d/i = a;(det3)|detff|i fc A K s, (w jV) X ), 



Demonstration. Si A € A£, posons p(A) = w(A) |A|^ ; c'est un quasi-caractere de 
A£ jk x . Si a = t(a) , on a : 



(1.10) 



£(^)( 5lSl a;)=^(J^)( t 9 - 1 ,l-s,cD). 






x(0 E v(VV(0.t _1 («?))p(JV(0)d x e 






X (0 e pfoMtf)-**) 



g£-fS" x 




p(det 5 ) A K (® gta ,s,(u N)x), 



ce qui etablit le resultat. 



□ 
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2. Series d'Eisenstein 

Series d'Eisenstein normalisees. 

On suppose maintenant u> = 1 et k = Q. 

On note P le sous-groupe parabolique maximal standard de G de type (n — 1,1) 
forme des matrices 

g> *x 



' / 

ou g' G GL„_i, ou i € GLi, et ou x est une matrice ligne a n — 1 elements. Le 
radical unipotent de P est 

'ln-l ^ 

1 



N = 



et P est le produit de N par le sous-groupe de Levi 

g> 0^ 

o t. 



M = 
Le centre de M est 



A = 



t'.ln-i 
t 



ou i et i' sont dans GLi, Si p G P est la matrice ci-dessus, on pose a(p) = t, de 
telle sorte que 4 e„.p = a(p). t e n - Le module de -P(A) est 



t 



detp 



a(p) 



det#' 



On a G(A) = P(A).K, ou K est le sous-groupe maximal standard de G(Afc). Si 
g = pn G G(A), avec p G P et k S K, on pose 5p(g) = Sp(p). II n'y a pas 
d'ambigui'te, car si k G P(A) n K, alors a(n) et det k sont dans A 1 , par suite 
5 p (k) = 1. Si p G P(A), si .g G G(A) et si k g K, on a 

S P {pgK) = Sp(p)5 P {g), 5p{p^) = 8 P (jp)~ l . 

On va s'interesser aux fonctions satisfaisant aux relations 

(2.1) F(nzgn) = F{g), 7 G G(k), z G Z(A), g G G(A), k G K, 

autrement dit aux fonctions definies sur la variete modulaire X. La serie d'Eisen- 
stein normalisee est definie pour g G G(A) par 

E n (g,s)=-E(g,s)= ]T S P ( 7 g) s . 

7 eP(fe)\G(fe) 

On note S (A n ) l'espace des fonctions de §(A") invariantes par K. Si <p G S(A n ), 
on note <j>i l a fonction de S(Afc) definie par 

0i (A) = ¥>(Ae„) (A G A fc ). 

Si G §(Afe) et si s G C, on note 

A k (<t>,s) =A k (cj>,s,l) 

l'integrale de Tate (|1.3p de <j) lorsque x = 1 est le caractere trivial de C k , de telle 
sorte que 

A fe (0 1)S )= / ^(Ae„)|A| s d x A. 

2.1. Proposition. Les proprietes suivantes sont satisfaites : 

(a) La serie E(<?, s) converge pour Re(s) > 1 et satisfait aux relations (|2.ip . 
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(b) Si if E § K {A n ), on a 

(2.2) E(<p)(g,s) =n A fe (0 1 ,ns)E( 5 ,s). 

(c) La serie E(<?, s) se prolonge en une fonction meromorphe dans C. 
Demonstration. Pour g <E G(A) et pour ip € S(A n ), on pose 

M(ip)(g,s) = / ip{e n .zg) |detzg| s dz. 



Cette integrate converge si Re(s) > 1/n et si Re(s) > 1, on a 

(2.3) E(tp)(g,s)= J2 M{tp){ ig ,s). 

T eF(fc)\G(fc) 

Si <? € G(A), on a, en vertu de i|1.9p : 



Af(<p)(ra,s) = / Lp(e n .zpg) \detzpg\ s dz 
J Z{k) 

= n\det P \ s [ tp(\e n .pg) \\ n det g\ s d x X 



= n\detp\ s (p(\a{p)e n .g)\\ n det g\ s d x \ 

= n\detp\ s \a( P y n \ [ f{\e n .g) |A" det 5 | s d x X 



= nSp(p) s J ^ <p(\e n .g) |A n det g\ s d x X 
= 6 P ( P yM(<p)(g,s) 

M(tp)(g,s) = / ip{e n .zg) \det zg\ s dz 



On a aussi 



= n / <p(\e n .g) |A" det. 9 | s d x A 

= n|detg| s A k (<f> g ,ns). 
Si tp E § (A™), et en ecrivant g = pn 6 G(A), avec p 6 P et k € K, on trouve 

(2.4) M(^)( 5 ,s) = n<5 P (s) s A^ns). 

On deduit {b| de l|2.4p et (|2,3|1 . ce qui entraine (jaj) et (|cj) par la meme occasion. □ 
On rappelle que la fonction 

(2.5) A(s)=n-^r( S -K( S ), 

est meromorphe dans C, et que A(s) = A(l — s). Les seuls poles de A sont en s = 
et s = 1. On a A(s) ^ si Re(s) > 1 et s ^ 1. Pour n = 2, on a 2 A(2) = tt/3. La 
fonction 

c „( s ) = c(») = ^ML^>> 

A(ns) 

est meromorphe dans C, et on a 

c(s)c(l-s) = l, c(i) = l, c(0)=0, c(i) = (n>3). 

Dans le demi-plan ferme Re(s) > 1/n, les seuls poles de la fonction c(s) sont situes 
en s = 1 et aussi en s = 1 — (1/n) si n > 3. On a 

res s= i c(s) = , res s= i_(i/ n) c(s) = 1 (n > 3). 

n A(n) n A(n — 1) 
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On pose 

%n = {s e C | Re(s) > et ((ns) = 0} . 
L'ensemble 9i n est contenu dans la bande < Re(s) < 1/n. Dans cette bande, 
l'ensemble des poles de c(s) est egal a !R„. Dans le demi-plan ferme Re(s) > 1/2, 
l'ensemble des zeros de la fonction c(s) est contenu dans la bande ouverte 

{seC | 1 - i < Re(s)< 1} . 

2.2. Remarque. On definit une fonction r G S if (A ra ) de la maniere suivante : on note 
t p la fonction caracteristique du module compact Z™, on pose Too(^) = e"^" 21 " si 
ieP, et enfin 

t(x) = r 00 (x 00 )]^[Tp(a;p), 

p 

si x = (. . . , x p , . . . , Xoo) € A™. On verifie que r £ S^A"), on a Jt(x) — t(x) et 

(2.6) A fc (T 1) a)=A(a), 

ou A(s) est definie en (2HJ) [12 Lem. 8, p. 127]. On deduit de : 

(2.7) £(r)( g , S )=nAHE( 5 , S ), 

2.3. Proposition. La serie d'Eisenstein normalisee verifie les proprietes suivantes : 

(a) Les seuls poles de la fonction A(ns) E(<?, s) sont les points s = et s = 1. 

(b) Z)ans Ze demi-plan ferme Re(s) > 1/n, fonction E(g,s) n'admet qu'un 
pole; il est simple et situe en s = 1. On a 

res s=1 E( ff , s) = — L_, E(<?,0) = 1, E( ff , -) = 0. 

n A(n) n 

(c) .Dans Ze demi-plan ferme Re(s) > l/n, les seuls poles de la fonction c(s) 
sont situes en s = 1 et aussi en s = 1 — (l/n) si n > 3. On a 

res s= i c(s) = , res s=1 _ (1/n) c(s) = — ; — (n > 3). 

n A(n) w ' n A(n — 1) 

(d) On a V equation fonctionnelle 

(2.8) E(.g, S ) =c(s)E( i 9 - 1 ! l-s). 

Z)ans la bande < Re(s) < 1. Ze Ziew des poles de E(g, s) esi egal a 0i n . 

(e) Sin = 2, on a 

E( t g- 1 ,s)=-E(g,s). 

Demonstration. L'assertion ((a{ est une consequence de l|2.7p . En ecrivant 

E(r)(g,s) 

E(5,s) = — — — , 

nA(ns) 

on voit que la fonction E(g, s) n'admet qu'un pole dans le demi-plan Re(s) > l/n; 
il est simple et situe en s = 1. Puisque 

res s =i£;(T)(sf,s) = / t = 1, 

On en deduit le residu de E(<?, s) en s = 1. D'autre part, 

res s= o£(r)( 5 , S ) = - t(0) = -1, 
et la fonction A(ns) admet un pole au point s = 0, de residu 

res s=0 A(ns) = res s=0 r(^)£(ras) = --, 

2 n 

puisque C(0) = —1/2. On en deduit que E(<?,0) = 1. Si Re(s) = l/n et s ^ l/n, la 
fonction E(g, s) n'a pas de pole, puisque A(ns) ^ 0. Enfin, si s = l/n, la fonction 
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A(ros) a un pole et la fonction E{r)(g,s) n'en a pas, ce qui acheve de demontrer 
|b]). Les seuls poles de la fonction A(n(l — sj) sont simples, situes en s — 1 et en 
s = 1 — {l/n) ; on a A(ns) ^ dans Pensemble des points s tels que Re(s) > l/n 
et s ^ l/n ; par consequent, les seuls poles de la fonction 

_ ww» 

A(ns) 

dans cet ensemble sont simples, situes en s = 1 et en s = 1 — (l/n); de plus 
c(l/n) = 0. Le calcul de res s= i c(s) est facile. On a 

-1 (g - l)A(a) 

res s=1 _ (i /n) c(s) = — km — — . 

11 n s=i A(n — sj 

On a (s — l)A(s) = 1 + o(l), d'ou le residu en s = 1 — (l/n). Si n = 2, on a 

A(2- S ) ' 



1-s' 

et done res s=1 / 2 c(s) = : la fonction c est holomorphe en s = 1/2. ce qui implique 
JcJ). On deduit de l|2.2p et de l'equation fonctionnelle l|1.10p : 

A(n(l - s)) E( ff , 1 - a) = A(ns) E^" 1 , a), 

ce qui implique (0}. L' assertion ((ej) vient de la relation t g^ 1 — wgw^ 1 , ou w est 
Pelement du groupe de Weyl de SL(2, Z). □ 



Operateurs invariants. 

La variete riemanienne 7 n = G(M)/ O v (n) s'identifie a l'espace des matrices syme- 
triques definies positives Y = (yij). On note D = T)(T n ) la C-algebre des operateurs 
differentiels sur qui sont invariants sous Taction de G(M). Posons 

ou 5ij est le symbole de Kronecker. A. Selberg \T7\ p. 57] a introduit les elements 
suivants de D : 

Qh = Tv {i Y w) ) t 1 ^^) 

de degres respectifs 1, 2, . . . , n ; voir aussi [20J. L'operateur Q2 est l'image de Z'e'Ze- 
ment de Casimir de l'algebre enveloppante de G, et e'est aussi le Laplacien de V n . 
II a demontre que l'algebre D est egale a l'algebre de polynomes C[Qi, . . . , Q n ]. La 
fonction Sp(g) s est fonction propre simultanee des elements de D : on a 

(2.9) DS s P = lD (s)S s P , (UGD.aGC), 

avec des polynomes 7 D (s) convenables. 

2.4. Proposition. Soit 1(C) l'image de Vhomomorphisme de D rfans C[s] envoie 
D sur Jd(s). 

(a) Si n = 2, on a 1(C) = C[s(l - s)]. 

(b) Si n>3, on a 1(C) = s(l-)C[s]. 

Cette proposition resulte du lemme suivant : 

2.5. Lemme. Posons 

2^ 

Dh = n(n - 1) ! 7,1 (S) = 7Dh (S) ' 
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Alors 

i h is) = s(i-s) ( ((n-m^-a-sy^ 

lh[) 1 j ^ (n-l)*-(l-«) 
En particulier : 

7i(s) = 0, 7a (») = «(l-8), 7 3 (*) = «(l-«)((n-2)«+l). 

Demonstration. Voir [2Ql pp. 44-49]. □ 

Puisque les elements de D sont invariants sous Taction de G(R) a gauche, la relation 
(pT9|) implique : 

2.6. Proposition. Si D G D et si s n'est pas un pole de E(g, s), on a 

DV(g,s)= lD (s)E(g,s). □ 

Rappelons que le radical unipotent N de P est forme des matrices 

ln-i u 
1 

ou u est un vecteur colonne avec n — 1 composantes. Si i* 1 est une fonction continue 
sur G(fc)\G(A), le terme constant de F le long de N est 

F°(g)= f F(ug,s)du. 

JN{k)\N(A) 

Le terme constant des series d'Eisenstein est le suivant : si 
on a 

E(<p)°(p, s) =nS P ( P y A((p",ns) + S P (p)^ E(^)(g', £), 

Ti—l n — 1 

ou on a pris ip G S(A") decomposable : 

V(x',y) = /(a/) y/'d,), /(0) = p"(0) = 1, *' e A n_1 , y G A 1 . 
On en deduit : 

2.7. Proposition. Soit g — pn E G(A) awec p comme ci-dessus. Si s n'est pas un 
pole de E„(<?, s), on a 

E° (fl, a) = 5 P ( g y + c n ( s ) S P (g)^ E n ^(g', -), 

n — 1 

en convenant que Ei((/, s) = 1. 

Integrates periodiques des series d'Eisenstein. 

Rappelons que g K est la matrice de G(A) telle que (g K )oo — q K et (g K ) p — 1 pour 
tout nombre premier p, et que q K G G(R) est une matrice telle que t q K .q K = p K , 
ou p K est la matrice definie en (|l.ip . La fonction t 6 (A™) a ete definie dans la 
remarque 12.21 

2.8. Lemme. 5i x G X, on a T{ t g K . t ir{^).ei) = $o(£) poMr iowi £ G A£. 

Demonstration. Les deux fonctions sont decomposables ; posons (r fl )„ = r„ et 
(&o)v = &v pour simplifier. Supposons tout d'abord que v soit la place infinie. Si 
x = {x\, . . . , x n ) G k n , et si £ = = xicti + • • • + x n a n G if x , on verifie que 

t x.p K .x = F(£). 

On a *7r(£).ei = = x d'apres <(TJ) , et 

W^.-KiOg^ 2 = \\xg K \\ 2 = x.pjx = F{£). 
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On en deduit que si £oo £ K^, on a 

7-oo(W-MU).ei) = e- F( ^ = <M£oo). 
Soit i? une place finie de fc ; le caractere x es t non ramifie, on a (g K ) v = 1, et 

r,(V»(0-ei)=T (ii- 1 (0) si £eif x 
puisque i„ induit un isomorphisme de Z" sur D„. En effet le module 
9iy = £> ® B o v = aio v H h q„o„ 



est un sous-anneau compact de £>„, et il contient D. Par le theoreme d' approximation 
faible, D est dense dans Yl w i v O w , et done dans O v , d'ou t„ = <£>„. □ 

2.9. Lemme. Si x G X. on a 

A if( T ff K ) s >x) = r(s,x)- 

Demonstration. C'est une consequence du lemme l2~8l et de l|1.5p . □ 

2.10. Proposition. Si % £ X et si g £ G(A), la fonction meromorphe 

H(g, s, x) = L(s, xy 1 j> E(hg, s) X n(h) dh 

posse.de les proprietes suivantes : 

(a) Si h € T(A) et si k S K, on a 

H(hgn, s, %) = X*(h) H(g, s, x)- 

(b) La fonction A{ns) H(g, s,x) est holomorphe dans le demi-plan Re(s) > 0. 

(c) La fonction A(ns) H(g K , s, x) n ' a P as de zeros dans C. 

(d) Sin = 2, la fonction H(g, s, x) L(s, x) est invariante par s i— > 1 — s. 

Demonstration. Si <p G S if (A n ) et si g G G(A), notons $ g € S(A#-) la fonction 
definie par 

et € §(Afc) la fonction definie par 

1 (A) = ^(Ae 1 ) (AeA fc ). 

La relation (|2.2p s'ecrit 

n A fe (0 1 ,ns)E(.g,s) = E(ip)(g,s). 
La formule de Hecke Ql.lljl implique 

E(tp)(hg,s)Xn{h)dh= \detg\" Ak A K ((p g ,s,x), 

et la formule de Weil l|1.4p donne : 

A K ($ g ,s,x)=CK 1 L{s, X ) A' K {^ g ,s, X ). 

On en deduit 

nAki^ns) <j)E(hg,s) X7 r(ti)dh = \detg\ s Ak A K {<P g , s, X ) 

= c K 1 |det ff |l fcJ L(s,x)A^($ 9 , S ,x), 

ce qui implique 

nc K A k ((p 1 ,ns) 

Puisque A^-(<I> g , s) est holomorphe pour Re(s) > 0, on voit que A(ns) H(g, s, x) est 
holomorphe pour Re(s) > en prenant tp = r, puisque d'apres l'equation l|2.6p 

A fc (Ti,Tis) = A(s) = ir- ns / 2 r(ns/2)((ns) 
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Enfin, d'apres le lemme 12791 et l'equation (|2,6p . on a 

|det ^ | s A' K (T gK , S , X ) 



H(g K ,s,x) = 



nc K A fc (ri,ns) 
\discK\ s / 2 r(s,x) 



Q 



tick TT- ns / 2 T(ns/2)((ns) 1 

la fonction T(s, X ) n 'a pas de zeros dans C, ce qui implique la derniere assertion. □ 
Si x € X, on a 

E(/ig K ,s)x 7r (/i) dh = j> F(hg K )^{h) dh = H{g K ,s,x) L(s, X ) ; 

la formule d'inversion de Fourier (|1.7p entraine que si h € 5, on a 

E(/i£ K ,s) = ^ H(g K ,s,x)L(s,x)Xn(h)- 
xex 

La convergenge est normale car il s'agit du developpement en serie de Fourier d'une 
fonction C°° sur une somme de produit de cercles. On a done : 

2.11. Corollaire. si h G S , et si s ^ 0, 1, on a 

nA(ns)E(hg K ,s) = c K 1 \discK\ s / 2 ^ T(s, X ) L(s, X ) X«(h). □ 

xex 

Cette formule est due a Siegel si K est un corps quadratique reel |19[ p. 89]. 

2.12. Lemme. Si D £ D, on a 

DH(g, s, x) = 7d0) H(g, s , X)- 

Demonstration. Puisque D est invariant a gauche, on a, si g £ G(A) et si F est 
assez reguliere : 

D g I F{hg) X *(h)dh= I D g [F L(h)](g)xn(h)dh= f [DF] {hg) x ,{h)dh. 
On en deduit 

DH(g,s, X )L{s,x) = D g j E{hg, s) X *(h) dh = j>[DV]{hg, s) X *(h) dh 

= lD(s)H(g,s,x)L(s,x), 
d'ou le resultat. □ 

3. Trains d'ondes d'Eisenstein 
Trains d'ondes d'Eisenstein. 

Un train d'ondes d'Eisenstein (fini) est une combinaison lineaire de series d'Eisen- 
stein. Plus precisement, e'est une fonction definie sur G(A) qui s'ecrit 



W( M )( 9 )= / E(g,s)dn(s), 

JB 

ou (jl appartient a l'ensemble M n (B) des mesures dans la bande ouverte 

B = {s G C | < Re(s) < 1} , 
et a support fini, disjoint de l'ensemble 

%n = {s € C | Re(s) > et A(ns) = 0} , 
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qui est l'ensemble des poles de E(g,s) dans B. On parlera aussi de train d'ondes 
pour simplifier. Si 

/j = a s 8(s), a s G C, seB, 



on a 



Les fonctions W(/x) appartiennent a l'espace C(X) des fonctions continues definies 
sur la variete modulaire 

X = G(k)Z(A)\G(A)/K. 
On note E(X) = ImW l'espace des trains d'ondes d'Eisenstein. On a 

(3.1) \N(fx)(g)= [ c( S )ECg-\l-s)df,(s)= [ c(l — s) E( t g _1 , s) d(j,(l — s) 
Jb Jb 

par l'equation fonctionnelle l|2.8p : 

E(g,s) = c(s)E( t g- 1 ,l-s). 
On va maintenant determiner le noyau de l'application W. 

Supposons n = 2. On note M 2 (B) le sous-espace de M 2 (F) forme des mesures 
telles que 

M(l - s) = ±c(s)/i(s). 

Si G M2(-B), on pose 

^(s) = ^ ± c(l - s) - *)) G M±(B). 

Puisque /i = /i + + /i~ , on a 

M 2 (B) = M+(B)ffiM^(B), 
et l'equation fonctionnelle (|3.1|) implique W(/i) = W(^i + ). 

3.1. Proposition. Si n > 3, l'application W : M n (B) — ► C(X) est injective. Si 
n = 2, on a kerW = Mj(B). 

Autrement dit, les series d'Eisenstein E„(g, s) sont lineairement independantes, mis 
a part la relation E 2 (g, s) = c(s) E 2 (g, 1 — s) lorsque n = 2. 

Posons M+(-B) = M„(B) pour n > 3. Si F G C(X) est un train d'ondes d'Eisen- 
stein, il existe une unique mesure fi G M+(F) telle que F = W(/i) ; on dit que le 
support de [i est le spectre de F, note Spec F. 

Demonstration. Supposons 

n 

l i = '^2 ai ai e ^' e B > Si ^ S J si * ^ 

i=l 

Soit 5 G G(A), et posons f fl (s) = E(g, s) /z(s) € M„(F). Si D G D, on a 

n „ 

= aiJD(siMg,Si) = / 7u(*)<M*)- 

Si W(/x) = 0, on a done 

/ 7 (s)<H(s)=0 

quel que soit 7 G 1(C). Supposons n > 3. Pour 1 < j < n, Le polynome 
(3 2) ■( ) ~ s ) J~J s ~ s j 
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appartient a 1(C) = s(l — s)C[s] et 

/ lj(s)dv g (s) = a Hj( s i) E (9,Si) =aiE(g,Si) = 0, 
Jb i=i 
quel que soit g S G(A) ce qui implique = puisque la fonction E(g, Si) n'est pas 
identiquement nulle. On a done [i = et l'application W est injective. Supposons 
n = 2, et soit /i 6 M^(-B). La proposition 12. lOlfdf implique 

v g (s) = E(.g, s) n(s) = c(s) E(g, 1 - s) (i(s) = E(.g, 1 - s) /z(l - s) = - s) 

La mesure v g est invariante par s i— > 1 — s, et elle est nulle sur 1(C) = C[s(l — s)] ; 
on a encore v g — dans ce cas. On conclut comme precedemment. □ 

Formes toroi'dales. 

Les fonctions F definies sur G(k)Z(A)\G(A) telles que 

<j> F{hg) dh = pour g e G(A) 

ont ete introduites par Zagier [25j. Plus generalement, si x <= X, on dit que F € C(X) 
est une forme toroidale en \ si 

(3.3) U x (F){g) = j> F(hg) X *(h)dh = pour g e G(A), 

On note T(x) l'espace des formes toroi'dales en x- 
Trains d'ondes toroi'daux. 

3.2. Theoreme. Soit F S E(X) un train d'ondes d'Eisenstein et \ S X. Les 
conditions suivantes sont equivalentes : 

(a) Le iram d'ondes F est toroidal en x, »• e. n x (F) =0; 

(b) On a SpecF C % x , om 

Z x = {s e B | L(a >X ) = 0}. 

La proposition 13.11 et le theoreme 13.21 impliquent que l'application W induit un 
isomorphisme de l'espace 

{»eM+(B) | Supp/iC Z x } 

sur l'espace E(X) n T(x) des trains d'ondes qui sont toroi'daux en x- 

En particulier, si s E B — 0l n , pour que E(<?, s) soit toroidale en x, H faut et il suffit 

que s £ Z x . 

Demonstration. Ecrivons F — W(/x) avec fi € M n (B) et posons 11(g) = U x (F)(g). 
La formule de Hecke implique 

11(g) = j> \N(ji)(hg) xAh) dh = j H(g, s, X ) L(s, X ) dfi(s). 

Rappelons que pour toute mesure fi G M„(B), on a Supp/i C Z x si et seulement si 
la mesure L(s, x)/ i ( s ) — est nulle. 

JbJ => (jaj) : Si L(s, x) m( s ) = 0; alors W(/x) est toroidale en x grace a l'egalite 
ci-dessus. 

(jlj) => {EJ : Soit D e D. Grace au lemme l2"TT2j on a 

DIL(g) = [ DH(g,s,x)L(s,x)d»(s) 
Jb 

= / H(g,s,x)L(s,x)7 D {s)dn(s). 
Jb 
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si W(/x) est toroidale en x> alors 

/ 7{s)div(s) = ou v(s) = H(g,s,x)L(s,x)fJ-(s), 
Jb 

quelle que soit 7 G 1(C). i) Supposons n > 3 et posons 

n 
i=l 

avec Si 7^ Sj pour i ^ j, de telle sorte que 

ri 
i=l 

II vient 

/ 7 ( s )dKs)=^^-7(^)=0 (7 G 1(C)). 
Jb i= i 

Supposons n > 3 et reprenons le polynome 7,-(s) G 1(C) defini par l|3.2p ; on a 

J 3 (s)dv(s) = ^2 v Hj{ s i) = v i = 0) 

et ^ = 0. Or la fonction A(ns)H(g K , s, x) ne s'annule pas dans £? d'apres la propo- 
sition [2TT0]; il s'ensuit que la mesure L(s, x) A*( s ) es t nulle. ii) Supposons n — 2, et 
soit /Li € M^(-B). La proposition 12. 10l| d"l) implique 

v(s) = H(g,s,x)L{s,x)fi{s) = 

= H(g,l- s,x)L(l- s,x)c{s) n(s) 

= H(g, 1 - a, x) L{1 - s, X )n(l ~ s ) = "( l ~ *)• 

Ainsi, la mesure v est invariante par s 1— ► 1— s, et elle est nulle sur 1(C) = C[s(l — s)] ; 
on a encore v — dans ce cas. On conclut comme precedemment. □ 



Trains d'ondes principaux. 

En theorie du signal, un train d'ondes est represente par une somme finie d'expo- 
nentielles imaginaires 

t 

Les exponentielles imaginaires sont les caracteres du groupe additif. Les caracteres 
du groupe multiplicatif R+ sont les fonctions puissances ipt(%) = x lt , ou t est reel. 
On note i? 1 (R^) l'espace des sommes de caracteres 

V(x)=]Ta t (V>)e^ =Y,aM)x u , 
t t 

ou l'ensemble Spec?/; = {t G R | a t (ip) 7^ 0} est fini, de telle sorte que 
ou -0 est une mesure a support fini sur R : 

iGSpcc ip 

Si les series d'Eisenstein E(g, \ + it) sont Panalogue pour l'espace X des carac- 
teres ipt(x) pour R*, les trains d'ondes d'Eisenstein principaux sont l'analogue des 
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sommes de puissances. On dit qu'un train d'ondes F est principal si son spectre est 
contenu dans la droite critique 

D = {s e C | Re(s) = |} . 

II s'ecrit done sous la forme 

F(g) = f it) 

ou \j) est comme ci-dessus. On note E 1 (X) l'espace des trains d'ondes principaux. 

3.3. Remarque. On deduit du theoreme l3.2l que si F S E(X), les conditions suivantes 
sont equivalentes : 

(a) On a F e E 1 {X)C\T{ X ). 

(b) On a Spec-F C l x , ou 

X x =DnZ x = {s G C I L(s,x) =0 et Re(s) = |}. □ 

Une condition equivalente a l'hypothese de Riemann. 

3.4. Corollaire. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(a) Toutes les racines de L{s,x) dans la bande B sont situees sur la droite 
critique D. 

(b) Tout train d'ondes d'Eisenstein toroidal en x est principal. 

(c) Si s G B et si E(g, s) est toroidale en x> on a 

E(pg, S ) = 0(S P (p)^ 2 ) 

pour tout p S f(A), uniformement lorsque g parcourt un compact de G(A). 

□ 

Demonstration. Le theoreme 13.21 implique immediatement l'equivalence des condi- 
tions (jaj) et (JbJ). Puisque 

F(pg) ~ F°(pg), 

La proposition 1 2 . 71 implique l'equivalence des conditions (Jap et (Jcj) . □ 

4. Relations de Maass-Selberg 
L'operateur de troncature. 

On va utiliser l'operateur d'Arthur pour estimer Pintegrale des series d'Eisenstein. 

4.1. Proposition, pour m > 0, il existe un operateur A m de C(G(k)\G(A)) jouis- 
sant des proprietes suivantes. 

(a) Si F est une fonction continue a croissance lente sur G(fc)\G(A) et si 
m > 0, la fonction A m F est a decroissance rapide, et A m F tend vers F 
uniformement sur tout compact lorsque m tend vers I'infini. 

(b) Supposons n = 2. Soient s% et S2 deux points du plan complexe qui ne sont 
ni des poles de ~E(g,s), ni des poles de c(s). Si m tend vers I'infini, on a : 

(4.1) f A m E(g, Sl )A m E(g,s 2 )dg~vm™( Sl , S2 ) 7 

JG(k)Z(A)\G(A) 

ou v > et ou 

m Sl - S2 c(s 2 )-m S2 - Sl c(s 1 ) 
si - s 2 

mS i+s 2 -l _ m l-S2-s lc ( Sl ) c ( S2 ) 
Si + S2 - 1 
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(c) Supposons n > 3. Si ti etti sont reels, et si m tend vers I'infini, on a 
(4.2) / A m Y.{g,\+U 1 )A m K(g,\+U2)dg~vM 1 {t 1 ,t 2 ), 

JG(k)Z(A)\G(A) 

ou v est une constante > 0, et oil 

m i(ti+t 2 ) _ m i(*2+ti) c (i +U 1 )c(h +iU) , , 

et 

Ml(t,-i) = 21ogm- -(5+ it). 

Les relations l|4.ip sont les relations de Maass-Selberg, et les relations 114.21) sont les 
relations de Maass-Selberg generalisees. 

Demonstration. Rappelons les proprietes de I'operateur de troncature A T d Arthur 
defini dans [2j p. 270], [31 p. 89], [U p. 40], ou T est un element convenablement 
regulier de l'algebre de Lie du tore maximal standard A de G. Si F est une fonction 
continue a croissance lente sur G(k)\G(A) et si T > 0, la fonction A T _F est a 
decroissance rapide, et A T F tend vers F uniformement sur tout compact lorsque 
T tend vers I'infini. Si on note H p l'element tel que < a, H p > = 1 pour toute 
racine simple a de G relative a A , et si m est un nombre reel assez grand, l'element 
T(m) = (\ogm)H p est convenablement regulier (voir la definition en [U Eq. (9.2), 
p. 69]. L'operateur A m = A T(m) satisfait la condition {s|. Si n = 2, voir [HI Prop. 
7.13, p. 401] pour la demonstration de |[bj). Si n > 3, on deduit JcJ) des travaux 
d'Arthur p. 271], [3 Lem. 4.2, p. 119], @J Cor. 9.2, p. 70]. □ 

Signalons en passant que si n = 2, on deduit de l|4.ip en passant a la limite : 
|A m l| 2 dg = w(2A(2) - — ) ~ volG(k)Z(A)\G(A), 

G(fc)Z(A)\G(A) TO 



d'ou 



volG(WA)\G(A) _ 3 ^ 



2A(2) 7T 
La relation (|4.ip et un autre passage a la limite impliquent : 

4.2. Lemme. Supposons n = 2. Si s £ C et Re(s) > 1/2, on a 



|A m i5( ff , S )| 2 d ff = i;- - + 0(1). 

G(fc)Z(A)\G(A) ^(7 — 1 



Fonctions presque periodiques. 

Si V G C(R*), on definit une semi-norme ||^||2 en posant 

M\l= Urn / |^(x)| 2 d*x. 

ro^oc 21ogm y 1/m 

L'espace de Hilbert £? 2 (R*) des fonctions presque periodiques au sens de Besico- 
vitch, de carre integrable en moyenne sur R*, est le complete de l'espace i5 1 (R^) 
des sommes de caracteres pour cette semi-norme. L'espace B 2 (R+) s'identifie a 
l'espace € 2 (R<j), ou R^ est le sous-groupe discret sous-jacent a la droite reelle, ou 
encore a l'espace des series formelles 

^{ x ) ~ /J a t(tp) x lt , avec ^ \a t (i/j)\ 2 < +00. 
t 1 
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De la meme maniere, si F G C{X), on definit une semi-norme | \F\\ 2 , a valeurs dans 
[0, +00], en posant 

(4.3) ||F||= lim — i— / \A m F(g)\ 2 dg, 

m^oc 4 i; log 771 J G{k)Z (A)\G(A) 

et on dit que F est de carre integrable en moyenne si ||-F||2 < +00. L'espace 
A 2 (X) des fonctions de carre integrable en moyenne jouit d'une structure d'espace 
prehilbertien : si Fi et F 2 appartiennent a A 2 (X), la limite 

(F 1 ,F 2 ) 2 = lim — f A m F 1 (g)A™F 2 {g)dg 

m^oo 4ul0gm J G{k ) Z (A)\G(A) 

existe et definit une forme hermitienne sur A 2 (X). On note A 2 (X) l'espace de 
Hilbert separe complete de A 2 {X) relativement a la semi-norme | |jF*| |a- Or on a 
E 1 (X) C A 2 (X), par la proposition 14.51 ci-dessous : ceci permet de definir par 
analogie l'espace de Hilbert B 2 (X) des trains d'ondes presque periodiques comme 
etant Padherence de E 1 (X) dans A 2 (X) ; c'est l'analogue pour la variete modulaire 
X de l'espace 5 2 (R*). Puisque 

(J 

Mx(t,-t) = 2 logm (h+it), 

c z 

On deduit de la proposition 14.11 : 

4.3. Lemme. Supposons n > 3. Soient t\ et t 2 dans R. 

(a) Si t 2 ^h, on a (E(. , \ + it x ), E(. , | + it 2 )) 2 = 0. 

(b) Ona||E(.,i+it)||l = i. □ 
On a aussi : 

4.4. Lemme. Supposons n = 2. Soient t\ et t 2 dans R, 

(a) Si t 2 ^ ± ti, on a (E(. , \ + ih), E(. , \ - it 2 )) 2 = 0. 

(b) Sit^O, on a | |E(. , \ + it)\ \ 2 2 = \. 

(c) On a ||E(.,i)||| = l. 

(d) Si t^Q, on a (E(. , ± + it), E(. , ± - zt)) 2 = \ c{\ + it). □ 

4.5. Proposition. 5i F es/j un train d'ondes principal non nul, on a 

< ||F|| 2 < +00, 

autrement dit, on a E 1 (X) C A 2 (X) ; si n = 2, on a E 1 (X) = E(X) H A 2 (X). 
Demonstration. Supposons F — W(^), avec 

[i = a sS( s ), a s G C, Re(s) = |. 

s 

Les lemmes [4.31 et l4~4l montrent que W(/i) G A 2 {X). Reciproquement, supposons 
n = 2. Le lemme l4~2l montre que 

rT) 2a(/i)-l 

|W(/i)(<?)| 2 d 3 ~C; 



lG{k)Z{A)\G{A) 2cr(/i) - 1 

Si Supp/i ^ £>, on n'a done pas W(//) G .A 2 . □ 
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Une autre condition equivalente a l'hypothese de Riemann (n = 2). 

On deduit du theoreme 13.41 et de la proposition 14.51 : 
4.6. Corollaire. Considerons les conditions suivantes : 

(a) Toutes les racines de L(s,\) dans la bande B sont situees sur la droite 
critique. 

(b) Tout train d'ondes toroidal en \ est de carre integrable en moyenne. 
Alors (Jaj) ([bj . Si n = 2, les conditions (jaj) ei (jbj) sont equivalentes. □ 

La condition (0 du theoreme 13.41 signifie que la semi-norme II-FH2 est finie sur 
l'espace E(X) n T(x) ; sous cette condition, l'espace E(X) n T(x), muni de cette 
semi-norme, est un espace prehilbertien. 

5. Un espace de Polya-Hilbert modulaire 
L'espace T 2 (X). 

L'espace de Hilbert T£(X) des trains d'ondes toroidaux en \ et presque periodiques 
est l'adherence du sous-espace E 1 (X) n T{ X ) de B 2 {X). On ecrit T%(X) = T 2 (X) 
pour simplifier. 

On note V(D X ) le complete de E 1 (X) n T(x) pour la norme HDFUa, ou D = D 2 
est l'operateur de Casimir de G defini dans la sectional Puisque ||4_DF|| 2 > Hi^Ha, 
l'espace V(D X ) s'identifie a un sous-espace dense de T 2 (X). L'operateur non borne 
de T 2 {X) defini par D et de domaine V(D X ) sera note D x . 

5.1. Theoreme. L'operateur D x est un operateur auto-adjoint de T 2 (X), et son 
spectre est discret : on a 

SpecD x = I A I A = i+ 7 2 , 7 e R, L{\ + h, X ) = | • 

Si L(t}, x) = 0, la valeur propre A = 1/4 est simple. Si n > 3, toute valeur propre 
A 7^ 1/4 esi double, les fonctions propres correspondantes etant la serie d'Eisenstein 
E(<7, i + 17) et sa conjuguee. Si n = 2, toute valeur propre est simple. 

Autrement dit, le couple (T 2 (X), D x ) est un espace de Polya-Hilbert dans le sens 
explique dans l'introduction. Nous decrivons d'abord la structure de E 1 (X). 

5.2. Proposition. Les proprietes suivantes sont satisfaites. 

(a) Supposons n > 3. Si on ecrit les elements de E 1 (X) sous la forme 

(5.1) F(g)=J2<h(F)E(g,± + it), 

ten 

on a 

(5.2) (Fi,ft)j = ^Hi(fi)Mli). 

teR 

(b) Supposons n = 2. Si on e'crii les elements de E 1 (X) sous la forme 

(5.3) F( S ) = ao (^)E( 5 ,i) + 2^ at ( J F)E( g ,i+ i t), 

t>o 

on a 

(5.4) (F 1 ,F 2 ) 2 ^a Q {F 1 )a (F 2 ) + 2Y,at{F 1 )a t (F 2 ). 
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Demonstration. Supposons n > 3 et posons 

F t (g) = V2E( 5 ,i + zt) (t£R). 
II decoule du lemme 14.31 : 

(i) (F tl , ^2)2 = si ti et £2 sont dans K et ti 7^ £2. 

(ii) ||F t ||| = 1 pour tout i € M. 

On en deduit |(aj). Supposons n — 2 et posons 

F( 5 ) - V2E(.g, I + it) (t > 0), F (ff) = E(ff, §). 
II decoule du lemme 14.41 : 

(i) {F tl ,F t2 )2 = si ii et t 2 sont dans R+ et ii 7^ £2- 

(ii) ||Ff||| = 1 pour tout t £ R+. 

Si F s'ecrit sous la forme enoncee, on a 

F(<?) = ao(F) F ( ff ) + £ a t (F) F( 3 ), 

t>o 

dont on deduit l'expression du produit scalaire, ce qui demontre |b|. □ 
Remarques. (i) Cette proposition montre que si n > 3 par exemple, l'application 

il>» I E{g,^ + it)d$(t) 

JR 

definit une isometrie surjective de F 1 (M^) sur E 1 (X). 

(ii) A la place de l'espace E 1 (X), on pourrait prendre l'espace des fonctions 



ou 11 est une mesure bornee : la construction qui suit conduit au meme espace de 
Hilbert, en vertu du theoreme tauberien de Wiener. 



Demonstration du theoreme \5.1[ On pose 

La remarque 13.31 implique que F e E 1 (X) appartient a T(x) si et seulement si 

(5.5) F( 5 ) = ^a 7 (F)E(. 9 ,±+i 7 ) (» > 3), 

(5.6) F(g) = ao(F) E(.g, I) + 2 £ a 7 (F) E( 5 , ± + ij) (n = 2). 

avec a (F) 7^ si et seulement si L(|,x) = 0. 

Si F est donnee par (|5.ip . resp. (|5.3p . la proposition 12.61 implique : 



(5.7) ADF(g) = £ a t (F) (1 + 4i 2 ) E(.g, § + it) (n > 3), 

t 

(5.8) 4FF( 5 ) =a (F)E( 3 ,i) + 2^ a t (F)(l+4t 2 )E(g,i + zt) (n = 2). 

On deduit des expressions (|5.2p et l|5.4p du produit scalaire de E 1 (X) que l'opera- 
teur differentiel D definit un operateur symetrique sur E 1 (X) : 

{DF,F') 2 = (F,DF') 2 (F, F' e F X (X)). 
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On note V{De) le complete de E 1 (X) pour la norme ||DF||2. Cet espace s'identifie 
au sous-espace des F € B 2 (X) tels que 

ll^lla = E \at(F)\ 2 (l + 4t 2 ) 2 <+™ (n>3), 
t 

||4#F||2 = | ao 0F)| 2 + 2]r |a t (^)| 2 (l + 4t 2 ) 2 <+^ (n = 2). 
t>o 

l'operateur deflni par (|5.7p ou (|5.8p et de domaine T^(Db) est un operateur auto- 
adjoint de B 2 {X). II en va de meme pour D x , encore donne par (|5.8p sur V(D X ). 
Toute fonction F € E 1 (X) n T(x) s'ecrit sous la forme i|5.5p . resp. I|5.6p ; pour ces 
fonctions, et si z ^ | + 7 2 , on a respectivement 

(D x - z)-^^) = ^ ; } E( 5 , i + i 7 ), 

(D x - z)- 1 ^) = ¥^ EG,, ±)+2 2 , "^ ( f } ECff, \ + h). 

On verifie que cette resolvante se prolonge a T 2 {X). Si n = 2, la symetrie 7 1— > —7 
est une permutation des zeros de L(x + it, x) ; on a done 

Spec£ x = jA=i+ 7 2 I 7 G V 

ce qui termine la demonstration de la premiere partie du theoreme. Supposons 
n > 3. Pour voir que toute valeur propre A 7^ 1/4 est double, on remarque que 
Pexpression du terme constant de E(g, s) implique 

Supposons que la serie d'Eisenstein et sa conjuguee soient dependantes : 

E( fi ,|-it) = AE( 5 ,i+it), AeC. 
Ceci implique 5p(p)~ lt — XSp(p) lt , et done t = 0. Dans ce cas on a 

E( ff ,i) = E(* 5 ~ 1 ,i). 
et la valeur propre A = 1/4 est simple si elle est presente. □ 



Trace de la representation reguliere. 

On note 21(G) l'algebre auto-adjointe des fonctions continues a support compact sur 
Z(A)\G(A) bi-invariantes sous K. On fait operer 2t(G) sur l'espace des fonctions 
continues sur Z(A)\G(A)/K par la representation reguliere droite 

R(u)F(x) = [ F(xy)u{y)dy. 

JZ(&)\G(A) 

Si u e 21(G), on a 

(5.9) R(u)5 P = u(s)5 P , 

ou on a introduit la fonction entiere 



u(s) = / 5p(x) s u(x) dx. 

J Z(A)\G(A) 

On deduit de l|5.9p que 

(5.10) R(u)E(g,s)=u(s)-E(g,s). 
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Si n — 2, il s'ensuit 

u(s)E(g,s) = R(u)E(g,s) = c(s)R(u)E(g,l-s) 

= c(s) 5(1 - s) E(g, 1 - s) = 5(1 - s) E( 5 , s) 

Puisque les fonctions g t—. ► E(g, s) ne sont pas identiquement nulles, comme on le 
voit en observant E°(g, s), il vient 

5(1 — s) = 5(s). 

5.3. Corollaire (Formule de trace). L'espace T 2 (X) est invariant sous 21(G). 5oii 
it G 21(G). 5i n > 3, on a 

(5.11) Tr(i?(u) | T 2 {X)) = ^2 5(i+<7), 
Si n = 2, on a 

(5.12) Tr(i?( U ) |T 2 (X))= £ 5(i)+ £ 5(±+z 7 ), 
ai>ec e = 1 ou suivant que L(|,%) = non. 

Demonstration. On deduit de (|5. lOf) que Palgebre 21(G) opere sur B 2 (X). Si n > 3, 
les fonctions E(p, | + 17) pour 76^ forment une base orthonormale de T 2 (X), on 
en deduit (pTTTj) . Si n = 2, les fonctions E(g, \) (si L(|, \) = 0) et V2 E(g, § + 17) 
pour 7 S y + forment une base orthonormale de T 2 (X), on en deduit (|5 - 12(1 . □ 

5.4. Remarque. Les resultats precedents prennent en compte les zeros des fonctions 
L avec la meme multiplicite. Or ces fonctions ont des racines multiples en general ; 
toutefois, ce point de vue semble compatible avec les conjectures de simplicity de 
Serre jlll Conj. 8.24.1, p. 324] sur les zeros des fonctions L(s,x)> lorsque x es t un 
caractere galoisien. Ce sont les suivantes : 

Soit x un caractere irreductible de Gal(Q/Q). 

(a) Les zeros non triviaux de L(s, x) sont simples. 

(b) Pour que L(^,x) = 0, il faut et il suffit que x soit reel et que I'equation 
fonctionnelle de L(s,x) comporte un signe moins. 

(c) Si x ^ x' > l es zeros de L(s,x) sont distincts des zeros de L(s,x') ("mis a 
part eventuellement le point \). 

Annexe A. L'espace de Connes 

Alain Connes a introduit en [8J un espace de distributions qui est le point de depart 
de la construction de ses espaces de Polya-Hilbert. Nous allons faire le lien avec les 
espaces de formes toroidales. Nous reprenons les calculs de Eq.(14) et (15), p. 
83]. On note P(R?) l'espace des fonctions continues sur R+ qui s'ecrivent 

■4>{x) = I x lt d^{t), 
Jw 

ou ip appartient a l'espace £'(R) des distributions a support compact sur R, en 
notant les distributions comme des mesures ; la distribution ip est la transformee de 
Fourier- Mellin de ip. Si if) et ip sont des fonctions integrables, on a 

1 r°° 
27T Jo 

et la formule de Parseval s'ecrit 

^ J™ cj>{ X ) i,(x) d x x = f ?(-t) dm. 
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Supposons ip G §(A n )o, c'est-a-dire ip{0) — J ip = 0. La fonction 8(tp) est a decrois- 
sance rapide sur T(A) et l'integrale l|1.8p definissant E(ip)(g,s) converge pour tout 
s G C. Un train d'ondes d'Eisenstein general est une fonction definie sur G(k)\G(A) 
qui s'ecrit 



Wty,<p){g) = / £fe>)(ff, § + »*)#(«), 
ou € §(A")o et ou V G P(K+). L'equation (f2T2]) implique 

W^,¥>)(fl) = n / Efo^ + it) A^Xi +**))#(*)> 
Jm. 

A.l. Lemme. Si <p £ S(A") , si V € P(R£), ei si g £ G(A), on a 



W{ip^){g) = / 9^){zg)^{\detzg\)dz. 

JZ(k)\Z{A) 

Demonstration. Puisque ip £ S(A")o, le membre de droite est convergent, et on a 
W(i>,<p)(g) = [_E(ip)(g,i+it)dip(t) 

6(tp)(zg)dz [ |det zg\ lt d$(t) 



□ 



Z(k)\Z(A) 

0((p)(zg)i/)(\det zg\)dz. 

Z(k)\Z(A) 



A. 2. Lemme. Si <p £ §(A") etsiipG P$L+), etxeX, on a 

W(iP,<p)(h)xAh)dh= [ 0(<p)(h)iP(\deth\)xAh)dh. 

JT(k)\T(A) 



Demonstration. En vertu de l|1.2p . on a : 

6(ip)(h)^(\deth\)xAh)dh 

T(fe)\T(A) 

= / / 9((p)(zh)ip(\detzh\)dzxir(zh)dh, 

JS(k)\S(A) J Z(k)\Z(A) 

et on applique le lemme EU D 
A.3. Lemme. Si tp G §(A") et si ip G P(K+), on a 

%)(/i)V(|det/i|)x, r (/ l )d/i= / A if (0 1 ,|+ii, X )#(t). 

' T(fe)\T(A) 

Demonstration. On applique le lemme IA.2I et la formule de Hecke Ql.lip ■ □ 
Rappelons que 

y = { 7 gk i L(i + i 7 , x ) = o}, 

et notons v 7 l'ordre du zero de la fonction L{\ + it,x) au point 7. On note £'(y) 
l'espace des distributions a support fini dans y de la forme 

V-y — 1 

7£Z j=0 



/ 
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A. 4. Theoreme (Connes). Soit ip € P(R+), et posons 

r)(h)=Xn{h)*p{\deth\)=xAh) f \^th\ u #(t). 

JR 

Les conditions suivantes sont equivalentes : 
(a) Pour toute fonction tp £ §(A)o, on a 



6(tp)(h)r)(h) dh = 0. 

T(fc)\T(A) 

(b) Pour toute fonction tp S §(A)o, et pour tout x € T(A), on a 

9(tp)*r](x)= [ 6»(^)(x" 1 fe) 77(fe) d/i = 0. 

JT(k)\T(A) 

(c) La distribution ip appartient a £'(y). 

Demonstration. Le lemme IA.3I et la formule de Weil (|1.4p impliquent 

9(tp){h)r 1 (h)dh = c K 1 [ L{\+it,x) A' K (cp 1 ,±+it,x)d$(t). 



I 



/T(fe)\T(. 

Si tp G S(A)o, on a 

e(tp)*rj{x)= [ 6{tp)(x- 1 h)>n(h)dh; 

JT{k)\T(A) 

on en deduit, toujours d'apres le lemme HOI : 

6(tp)*r)(x)= / A K (!p x -i,^+it,x)chj)(t). 

JR 

Mais 

Ajffe-i , \ + it, x) = XttO) |det z| 2+ l * A K {0 U \ + it, x )- 

On a done 

e{tp)*r]{x) =c K 1 X n(x)\detx\ 1 / 2 [ \detx\ lt L(±+it, x ) A' K {$x, \ + it, X ) #(*)• 

Lorsque tp parcourt §(A) , les fonctions A' K (tpi, \ +it,x) sont denses dans l'espace 
C°° (R) : voir [§, Eq. (23), p. 85]. Si on introduit la condition 

(d) La distribution L (1/2 + it, x)ip(t) est nulle, 

ce qui precede montre que les conditions (|aj) , (JbJ) et ((dj sont equivalentes. Enfin, il 
est bien connu que les conditions (jej) et ((dj) sont equivalentes. □ 

L'espace que Connes utilise pour construire des espaces de Polya-Hilbert est l'espace 
Oio des fonctions rj comme ci-dessus, ou ip appartient a £'(y). Le lien que Ton peut 
faire entre l'espace de Connes et les formes toroidales est le suivant. Le lemme lA~2l 
et le theoreme IA.4I entrainent : 

A. 5. Corollaire. Soit tp € P(R*). Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(a) Quelle que soit p £ §(A n )o, le train d'ondes W(ip, tp) est toroidal en X - 

(b) La distribution ip appartient a £'(y). □ 
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Annexe B. Series orbitales et formes toroidales 
Paraboliques maximaux. 

Avec les definitions de la section HI on a un diagramme 



V 



T, 



K/k 



K - 

o u V est un ouvert de Zariski de A£. 



A K 



On pose ici 



P = P a 



t 
u g' 



K/k 



L = L a 



1 

u g' 



et si p £ P est ecrit comme indique, on a l p.e\ = te\. Introduisons le morphisme 

s:G ► A»\{0}, s(g)= t g-Ke 1 . 

Soit G' l'image du morphisme T x L — ► G. Le diagramme 



Tj 



K/k 



G 



id 



A" \ {0} = G/L 

montre d'une part que la restriction de s a T est injective, done T n L = {1}, et 
d'autre part que s(T) = V, d'ou on tire que s _1 (V) = G' est un ouvert de Zariski 
de G. 

Soient £ un element primitif de if et 7 = ""(£)• Le morphisme x 1— > x^ 1 jx de G 
dans G se factorise en 

r 



G 



T\G 



G 



ou x 1— > i est l'application canonique de G sur T\G, et ou / 7 (i) = x ^i. 

B.l. Lemme. Pour ioMie pkee u, l'application injective 

P : T(k v )\G(k v ) ► G(^) 

esi propre. Si v est non-archimedienne, on a (/ 7 ) _1 (L/ tJ ) C {/„ powr iowie pZace u 
et (/ 7 ) _1 (CA;) = CA; pour presque toute place v. 

Demonstration. D'apres le theoreme de compacite de Harish- Chandra, si uj est une 
partie compacte de G(k v ), il existe une partie compacte fl de T(k v )\G(k v ) telle que 

x~ G ui ==> x £ O. 

Voir |21l Thm. 8.1.4.1, p. 75] si i> est reelle ou complexe et [12l Lem. 19, p. 52] si v 
est non-archimedienne. Cela signifie que / 7 est propre. 
Supposons maintenant v non-archimedienne. 

AfHrmer que (/ 7 ) ({/„) C U v revient a dire que si x £ G(k v ) et si x~ 1 ^x 6 U v , 
alors x € T(k v ).U v . 

Soit £ € G(k v ). Si x _1 7X € f7„, alors x~ 1 7r(if)a; C M(n, o„) car n(K) = k[y], 
Soit x = hm e G'(k v ) avec /i € T(fc„) et m £ L(k v ). Soit it € 0™, posons 77 = € 
D et k = x~ l ir(r])x = m Tr(ri)m G M(n, o v ). On a 



K.ei 



*m.*7r(77).*m 1 .ei = < fn. t ir(r)).ei = Sn.u, 



ce qui implique que Vre.it € 0™ si it £ o™, autrement dit m £ U v et x £ U v . On a 
demontre que 

K/ 7 )- 1 ([/„)] n [r(fe„)\G'(fc„)] c i/„, 
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d'ou la premiere assertion, car T(k v )\G'(k v ) est dense dans T(k v )\G(k v ), et ensuite 
{P)~ 1 {Uv) et U v sont compacts. D'autre part 7 G U v et done f(U v ) C {/„ pour 
presque toute place v. Puisque / 7 est injective, ceci implique U v C (/ 7 ) _1 ([/„). □ 



Integrales orbitales. 

Dans ce qui suit, la lettre H designe le centre Z ou le sous-groupe T de G. 
Ainsi H A \G A = (H\G)(A), et volfX, = 1 pour presque toute place v. On note 
C£°(H&\Gx) l'espace des combinaisons lineaires de l'ensemble B(H A \G A ) des fonc- 
tions u sur H A \G A de la forme 

U{x) = JJti„(x„) 

v 

ou les fonctions u v sont invariantes a gauche par H(k v ) et satisfont les conditions 
suivantes. 

(a) Si v est archimedienne, la fonction u v est indefiniment differentiable sur 
G{k v ) et a support compact modulo H(k v ). 

(b) Si v est non-archimedienne, la fonction u v est localement constante sur 
G{k v ) et a support compact modulo H(k v ). 

(c) pour presque toute place non-archimedienne v, la fonction u v est la fonction 
caracteristique de H(k v )U v . 

B.2. Proposition. Si u £ C™(Z A \G A ), alors u< = u / 7 G C™(T A \G A ). 

Demonstration. On a 

u{x~ l "fx) = U o P(x) = u J (x). 
On peut supposer u 6 B(Z A \G A ), de telle sorte que 

u 7 (x) = Y[u2(x v ), onul = u vo p. 



Puisque Suppu 7 C / 1 (Suppu„), les proprietes (jaj), jbj, et |[cj) pour u 7 resultent 
dulemmeEll □ 



Series orbitales. 

Soient K une extension de degre n de k. On note n la representation algebrique 
reguliere definie par une base fondamentale de K, et T le tore representant les 
elements inversibles de K. Soit £ un element primitif de if, et 7 = 7r(£), de telle 
sorte que T(k') = fc'[7] x pour toute fc-algebre k' . Le centralisateur de 7 est egal a 
Z(T) — T [5, p. 175], et l'application x 1— > x _1 7X induit un isomorphisme 

T fc \G fc ^c( 7 ), 

ou 0(7) est la classe de conjugaison de 7. On note Cff l'ensemble des classes de 

conjugaison des elements 7 comme ci-dessus. 

Si c G la serie orbitale de u G C^°(Z A \G A ) est : 

u c (x) = it(x —1 ?7x) = u(x _1 77 _1 7?7x) (7 G c). 

l£t r,eT fc \G fc 

Pour x variant dans un compact fixe, cette somme est finie. Si G Gfc, on a 
u c (/3x) = u(x~ 1 (3~ 1 ri(3x) = u(x~ 1 rjx) — u c (x). 

B.3. Proposition. Supposons k — Q et n = 2. Si est Q-elliptique, et lorsque 
u G C C {Z A \G A ), la fonction u z est a support compact sur GqZ a \G a . 
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Demonstration. Posons 

Pour a € A, on pose -ff(a) = y. Pour < > 0, on pose 

A(t) = {a G A(R) | H(a) >t, y > 0} . 

D'apres la theorie de la reduction, on sait qu'il existe un compact ojq C Na et un 
nombre to > tels que si t < to, on ait 

G A - ^aGq 6(t), ou S(t) = cj A(t)K. 

Soit f2 une partie de G A qui est compacte modulo Z A . II existe un nombre t u > 1 
avec la propriete suivante : si x € si 7 € Gq et si x~ Xr fX G w, alors 7 G Pq [1, 

p. 362]. Soit x € 6(i) et posons to = Suppu. Puisque 7 est elliptique, aucun element 
77 € c n'appartient a Pq. Si x~ l r)x G w, ce qui precede implique que x — nan, avec 
t < H(a) <t u , qui est un compact de &(t). □ 

Rappelons que 

IIi(F)(x) = / F(hx)dhdx. 

JT k Z A \T A 

B.4. Theoreme. Soit c G Si F G G(G fc Z A \G A ), et si u e G C °°(Z A \G A ), 

Z 'integrate 

J c (u,F) = / u c (x)F(x)dx 
converge absolument et on a 

J c (u,F) = / u(x- 1 1 x)T\i{F)(x)dx 

JTa\Ga 

quel que soit 7 G c. 
Demonstration. On a 

J c (u,F) = / u(x~ 1 r]^ 1 jr]x)F(x)dx 

JG k Z h \G h r)£T k \Gk 

u(x jx) F(x) dx 

TkZ&\GA 

u(x~~ 1 jx) F{hx) dh dx. 

'T a \Ga J T k Z&\TA 

Mais la fonction x 1— > u(x~ 1 ~fx) est invariante a gauche sous T A , done 
J c (u,F)= / u(x 7a;) / F(hx)dhdx, 

JT A \G A JT k Z k \TA 

d'ou le resultat, l'integrale convergeant grace a la proposition E21 □ 

B.5. Corollaire. Pour que F G C(X) soit toroidale pour le caractere principal, il 
faut et il suffit que Von ait 

J c (u,F)= / u c (x) F(x) dx — pour tout u G 21(G) . 

« G k Z A \GA 

pour tout u G 21(G) et pour toute c G <Zk- Autrement dit, si on note U C (X) I'espace 
des fonctions 

t)£c 

oil u parcourt G C °°(Z A \G A /K), on a C{X) n T{X) = C{X) n ^(I) 1 , Za duaZiie 
etant ceZZe rfe L 2 (G A ). 
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Demonstration. Si F est toroidale pour le caractere principal, le theoreme IB. 41 
implique J c (u,F) = 0. Reciproquement, si J c (u,F) — pour tout u £ C c (Za\Ga), 
on voit que Tli(F) = en prenant pour u la mesure de Dirac de 7 (sic), de telle 
sorte que ulx^^-jx) est la mesure de Dirac de la classe Ta dans Ta\Ga- □ 

Remarque. Ce corollaire s'applique aux trains d'ondes d'Eisenstein : on a 

E 1 (X) n T{x) = e 1 (x) n u^x) 1 - 

pour toute classe de conjugaison comme ci-dessus. 
B.6. Corollaire. Si p £ §(A n ), posons 

J c (ip)(u 7 s)= / u c (x) E(ip)(x,s) dx. 

Alors la fonction Ck( s ) divise J c (ip)(u,s) : on a 

J c (<p)(u,s) = Ck(s) / u{x~ l ^x) \detx\ s A' K (<P X , s) dx, 
Jt a \g a 

ou $ x (0 = <p( t a ; ' 7r (?)- e i) € S(Ajf). 5? Re(s) > 1, on a 



J c (<p)(u,s)= / u(:r 1 7a;) (^('x.ei) |det a;| s da;. 
Demonstration. Posons ^(s) = E((p)(x, s). La formule de Hecke implique 

£(^)(/iir, 3) d/i = Ck{s) \detx\ s A' K (<f> x ,s) ; 



on applique le theoreme IB. 41 D'autre part, si Re(s) > 1, on a 



%)(s,s)= 51 M(^)( 7 ^s). 

7 GP fc \G(fe) 



Par consequent 



J c (<p)(u,s) = / u c (a;) M(y>)(ai, s) dx. 

lp k Z A \G A 



Mais L/c = Zk\Pk est un systeme de representants de Tk\Gk, et on a done 

u c( x ) = J]] u(x~ 1 i]~ 1 ji]x). 

n&z k \p k 

Puisque Z k = P k n Z A , on a (Zk\Pk)\(Z&\GA) = PfcZ A \G A , et done 
J c (ip)(u,s)= / u(a; 7a:) M(y)(x, s) dx. 

</ Z A \G A 

Mais 

M(y)(a;,a)= / ^(z.'x.ei) |det zx| s dz 
d'ou le resultat. □ 
La transformee d'Eisenstein de f £ C(X) est 

7(a) = / ^ /(aOEfoaJdi, 



lorsque l'integrale converge absolument. 
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B.7. Corollaire. Soitu £ 21(G). La fonction u c (s) est meromorphe, etC,K{s) divise 
u c (s) : si s n'est pas un pole de E(ar, s), alors 



u c(s) = (k(s) / u(x jx) H(x, s,l) dx. 



u t{s) = / u(x 1 jx)Sp(x) s dx. 

J Za\Ga 



De plus 



Demonstration. On peut deduire ce corollaire du corollaire lB.6l : void une demons- 
tration directe. La premiere formule vient du theoreme lB.4l et de la relation 



/ E(hx,s)dh = ( K (s)H(x,s,l). 

•I TuZaXTk 



'TkZ & \Tt 

D'autre part, si Re(s) > 1, on a 

E(x,s)= J2 5 pM S - 
7 eP fc \G(fc) 

Par consequent 

^c( s ) = / u c (x) Sp(x) s dx. 

Mais Zk\Pk est un systeme de representants de Tk\Gk, et on a done 

u c(x) = ^2 u(x~ 1 ri~ 1 ~fi]x), 
n&z k \p k 

d'ou la deuxieme formule, d'abord pour Re(s) > 1 et par prolongement analytique 
en general. □ 
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